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2023 年中国研究生数学建模竞赛 B 题（华为题目）

DFT 类矩阵的整数分解逼近

一、问题背景

离散傅里叶变换（Discrete Fourier Transform，DFT）作为一种基本工具广泛应

用于工程、科学以及数学领域。例如，通信信号处理中，常用 DFT实现信号的正

交频分复用（Orthogonal Frequency Division Multiplexing，OFDM）系统的时频域

变换（见图 1）。另外在信道估计中，也需要用到逆 DFT（IDFT）和 DFT以便对信

道估计结果进行时域降噪（见图 2）。

图 1 OFDM 系统流程

图 2 信道估计处理流程

在芯片设计中，DFT 计算的硬件复杂度与其算法复杂度和数据元素取值范围

相关。算法复杂度越高、数据取值范围越大，其硬件复杂度就越大。目前在实际

产品中，一般采用快速傅里叶变换（Fast Fourier Transform，FFT）算法来快速实

现DFT，其利用DFT变换的各种性质，可以大幅降低DFT的计算复杂度（参见[1][2]）。
然而，随着无线通信技术的演进，天线阵面越来越大，通道数越来越多，通信带

宽越来越大，对 FFT的需求也越来越大，从而导致专用芯片上实现 FFT 的硬件开

销也越大。为进一步降低芯片资源开销，一种可行的思路是将 DFT矩阵分解成整

数矩阵连乘的形式。

给定�点的时域一维复数信号�0, �1, …, ��−1，DFT后得到的复数信号X�（� =
0,1, …, � − 1）由下式给出（其中 j 为虚数单位，下同）：

X� =
�=0

�−1

�� ∗ �−�2���
�� , � = 0,1,2, …, � − 1# 1
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写成矩阵形式为：
� = ���# 2

其中 x= [�0 �1 ⋯ ��−1]T为时域信号向量，� = [X0 X1 ⋯ X�−1]T为变换后的频域

信号向量，��为 DFT矩阵，形式如下：

�� =
1
�

1 1 1 ⋯ 1
1 � �2 ⋯ ��−1

1 �2 �4 ⋯ �2 �−1

⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
1 ��−1 �2 �−1 ⋯ � �−1 �−1

, � = e−�2�
� # 3

由于 DFT矩阵的特殊结构，存在很多方法加速傅里叶变换的计算，其中，分

治的策略以及蝶形计算单元的优化是 DFT性能的关键。下面分别给出用 FFT 和矩

阵连乘拟合近似计算 DFT的具体思路。

FFT 思路：FFT 采用蝶形运算的思想，以 radix-3 蝶形计算为例，其计算过程

可以表示为：

X0
X1
X2

=
1 0 0
1 −3 −1
1 −3 1

1 1 0
0 1

2 0

0 0 3�
2

1 0 0
0 1 1
0 1 −1

�0
�1
�2

# 4

可以看到蝶形的设计相对于直接 DFT 矩阵乘积的形式大幅降低了复数乘法运算

的次数。

矩阵连乘拟合思路：DFT可以用传统的蝶形计算方法精确实现，也可以用一

种矩阵乘法拟合近似获得，其核心思想是将 DFT矩阵近似表达为一连串稀疏的、

元素取值有限的矩阵连乘形式。以 radix-8蝶形计算为例（参见[3]）：
�8 ≈ ��4��3�2�1# 5

其中� = �0 �4 �2 �5 �1 �7 �3 �6 为排列矩阵，� = diag [1 1 1 � 1 � � 1] 为对角阵，

�1~�4为稀疏矩阵，分别如下：

�1 =

1 1
1 1

1 1
1 1

1 −1
1 −1

1 −1
1 −1

, �2 =

1 1
1 1

1 −1
1 −1

1
1 1

1
1 −1

�3 =

1 1
1 −1

1
1

1 1
1 1
1 −1

1 −1

, �4 =

1
1

1 −1
1 1

1 −1
1 1

−1 1
1 1

可以看到在该方案中，分解后的矩阵元素均为整数，从而降低了每个乘法器

的复杂度；另外�1~�4的稀疏特性可以减少乘法运算数量。可以看出，这其实是

一种精度与硬件复杂度的折中方案，即损失了一定的计算精度，但是大幅降低了

硬件复杂度。在对输出信噪比要求不高的情况下可以优先考虑此类方案。
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二、建模描述

本题在不同约束条件下，研究 DFT的低复杂度计算方案，目的是对目前芯片

中利用 FFT计算 DFT的方法进行替代，以降低硬件复杂度。给定已知的 N 维 DFT

矩阵��，设计 K 个矩阵� = {�1, �2, …, ��}，使得矩阵���和�1�2⋯��在 Frobenius

范数意义下尽可能接近，即：

min
�,�

RMSE �, � =
1
�

��� − �1�2⋯�� �
2# 6

其中�为实值矩阵缩放因子，可根据约束条件不同来设计。

相比于乘法，加法的硬件复杂度小得多，因此本题中只考虑乘法器的硬件复

杂度：

� = � × �
其中，q 指示分解后的矩阵��中元素的取值范围。在以下的问题 2~5中，我们限

制��中元素实部和虚部的取值范围为� = 0, ± 1, ± 2, …, ± 2�−1 。以� = 0, ±

1, ± 2, ± 4 为例，此时� = 3。L 表示复数乘法的次数，其中与 0、±1、±�或( ± 1 ± �)
相乘时不计入复数乘法次数。例如：若� = 0, ± 1, ± 2, ± 4 ，则下列矩阵乘法

的硬件复杂度� = 6（� = 3，� = 2）：
1 2 + 4�

1 + 2� 0 × 0 1
2 + 4� 2 − 4�

考虑以下两种约束条件：

约束 1：限定�中每个矩阵��的每行至多只有 2 个非零元素。

约束 2：限定�中每个矩阵��满足以下要求：

�� �, � ∈ � + �� �, � ∈ � , � = 0, ± 1, ± 2, …, ± 2�−1 , � = 1,2, …, �；�, �

= 1,2, …, �
其中，�� �, � 表示矩阵��第�行第�列的元素。在问题 2,3,4中，固定� = 3；在

问题 5中，需要寻找合适的�以满足精度要求，并且使得硬件复杂度 C 尽量低。

目前使用 FFT进行 DFT计算的方案硬件复杂度较高，因为我们希望研究一种

替代方案来降低 DFT计算的硬件复杂度，但同时我们对精度也有一定要求。请针

对以下问题分别设计分解方法，既能最小化 RMSE，同时又使得乘法器的数量尽

量少。

�中矩阵的个数 K 的取值并没有限制，也是优化的变量之一。但需要注意，

一般情况下，K 越小，硬件复杂度越低，但是如果增加矩阵的个数可以使得矩阵

中包含更多的简单元素（0、±1、±�或( ± 1 ± �)），硬件复杂度也可能会降低，

因此，需要根据硬件复杂度 C 的定义合理的设计 K。

问题 1：首先通过减少乘法器个数来降低硬件复杂度。由于仅在非零元素相乘时需要使用乘

法器，若��矩阵中大部分元素均为 0，则可减少乘法器的个数，因此希望��为稀疏矩阵。对

于� = 2�, � = 1,2,3, …的 DFT 矩阵��，请在满足约束 1 的条件下，对最优化问题(6)中的变量�
和�进行优化，并计算最小误差（ 即(6)的目标函数，下同）和方案的硬件复杂度�（由于本

题中没有限定��元素的取值范围，因此在计算硬件复杂度时可默认� = 16）。
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问题 2：讨论通过限制��中元素实部和虚部取值范围的方式来减少硬件复杂度的

方案。对于� = 2�, � = 1,2,3,4,5 的 DFT矩阵��，请在满足约束 2 的条件下，对�
和�进行优化，并计算最小误差和方案的硬件复杂度�。

问题 3：同时限制��的稀疏性和取值范围。对于� = 2�, � = 1,2,3,4,5 的 DFT矩阵

��，请在同时满足约束 1 和 2 的条件下，对�和�进行优化，并计算最小误差和

方案的硬件复杂度�。

问题 4：进一步研究对其它矩阵的分解方案。考虑矩阵�� = ��1 ⊗ ��2，其中��1和

��2分别是�1和�2维的 DFT矩阵，⊗表示 Kronecker 积（注意��非 DFT矩阵）。

当�1 = 4, �2 = 8 时，请在同时满足约束 1 和 2 的条件下，对�和�进行优化，

并计算最小误差和方案的硬件复杂度�。

问题 5：在问题 3的基础上加上精度的限制来研究矩阵分解方案。要求将精度限

制在 0.1以内，即 RMSE≤0.1。对于� = 2�, � = 1,2,3…的 DFT矩阵��，请在同时

满足约束 1 和 2 的条件下，对�和�, �进行优化，并计算方案的硬件复杂度�。
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附录一：名词解释

复数乘法次数/复乘次数：进行复数乘法的次数，例如(1 + 2�)×(2 + 2�)
为一次复乘。

硬件复杂度：本题中，仅考虑乘法器带来的硬件复杂度，硬件复杂度仅

与乘法器个数和每个乘法器的复杂度相关

乘法器个数：本题中，乘法器个数即为复乘次数
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单个乘法器的复杂度：单个乘法器的复杂度与乘法器的设计方法和输入

数据的位宽等因素相关。在本题中，将乘法器的复杂度简化为仅与输

入数据的取值范围相关。对于复数g∈ � + �� �, � ∈ � , � = 0, ± 1, ±
2, …, ± 2�−1 ,其与任意复数z相乘的复杂度为q。
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