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摘要：本文主要研究选区重新划分问题．利用公平性原则和广度优先搜索方法，获得一个 

选区划分模型和一个求解该模型的定向 目标算法．理论分析和数值计算结果表明模型设计合 

理 ，算法切实可行． 
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1 引言 

在美国议会议员选举历史中，“杰利蝾螈”(Gerrymander)L1]一词起源于 1812年，时任 

美国马萨诸塞州州长的 Elbridge Gerry为了胜选 ，蓄意将选区重划 ，把敌对党派的候选人票 

源集中在少数选区，以保护自己党派的候选人不成比例地当选．Gerrymander表示为了政 

治目的，不公正地划分选区的方式．Gerrymander的操作手段有两种：集中选票和分散选票． 

集中选票指的是将某一党派的支持者划分到该党已经稳获选举的区域，造成该党的选票浪 

费；分散选票指的是将支持某一党派的选民分割到不同的选区，使选区无法集中足够的选票 

选出他们所支持的候选人．因此，为了避免“杰利蝾螈”现象[2]，保证选举的公平性，美国通 

过立法明确要求每隔 1O年做一次人口调查，登记选民民意，重新划分选区，并且要求选区紧 

密相连．LijphartL3 提出了 16项标准用于规范选区划分原则．本文的目的在于设计了一个 

简单可行的选区划分模型以保证选举公平性，并且通过算法自动实现选区的重划． 

2 重新划分的公平选举模型 

假设县是最小的行政单位，划分选区就是将某个或某些相邻的县划为一个选区．选区 

划分最重要的是保证公平性，公平性对选民来说是一人一票，对党派来说是支持者多的党派 

获得选举席位多． 

2．1 人口均等性 

为了保证一人一票，票票等值，各小选区需要保证人口的均等性． 
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假设 p 表示 县人 口数，PI表示第Z选区人 口总数，因此 

PI=∑pi 

这里， 一{ ，当 一z时，表示 县被划入第z选区．假设总共有m个选区，所有选区 
的总人口数为 

P一∑P 

各选区的平均人口数为 

P 一 Pfm 

如果要绝对保证人口均等性，需要做到对任意选区P 一P ，但是考虑到现实问题，差额 

难以避免，实际操作中需要容许一定的偏差，定义人口偏差函数如下 

A 一∑ j 1～ j (1) 

并且取特定的常数A，当A <A时，认为人口均等性得到满足． 

2．2 连通性 

在选区的划分中，需保证各个选区的连通性，即每个选区应该由相连的县组合而成，但 

是要避免复连通的情况，即不能出现某个选区完全包围另外一个选区的情况． 

2．3 紧凑性 

选区紧凑性是防止“杰利蝾螈”的重要手段，因为选区紧凑性就是要求选区形状满足一 

定的规则，不能出现奇形怪状，比如说选区出现细长形状．本文的紧凑性函数定义如下： 

假设r等于区域n中某点到中心点的距离，则其转动惯量为lf r ，这一值描述了周围的 

点向中心点靠拢的程度．假设 D表示区域的面积，定义紧凑性函数 

M 一 (2) 广—1甲———一  ’ 

√4刈 r dO 
这样，如果n是一个圆形区域的话，M等于1，这正好是理想的选区形状． 

2．4 选区划分 

在选区公平性的划分中，以上 已经通过选 区的人 口均等性、连通性和紧凑性给出了限 

制，为了体现选区划分党派的公平性，在各个选区中，机制需要给定一个选票与当选席位的 

公平关系，以保障不会出现选票有意浪费的情况．假设 V表示某个政党获得的选票率， 

_厂(V)表示该党获得的议员席位率，在单一选区机制中，最公平的关系是 厂(V)一V．而在多 

选区中，情况就复杂些． 

首先，公平的厂(V)应该满足如下两个性质： 

(1)厂(V)∈[O，1]，且经过三个点(O，O)，(O．5，0．5)，(1，1)，意思很明确，当某个党派获 

得 0选票是理应不获得议员席位，当获得全部选票的时候应该获得全部席位，当他与其他党 

派势均力敌时，席位数应当相等． 

(2)厂(V)是递增函数，表示某个党派获得更多选票率的时候应该获得更多的议员席位． 

其次，我们采取这样的策略 ，在某个选区中，如果某个党派拥有绝大多数的选票率 ，我们 

使得他能够获得的议员席位率比选票率稍低，这样的做法可以增加小党派的竞争性，因此， 
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这样做的目的就可以使得划分选区的行为趋向于使党派间的选票率均等，从而在一定程度 

上避免集中或分散选票．如果不这样做容易造成选票集中或分散的恶化，而且还会导致一些 

其他的社会 问题[4]． 

因此，考虑到以上的分析，引进 bilogit函数形式 

厂( )= {1+e- (尚 ))一- (3) 

表示党派偏向参数，A----0表示无党派偏向，即 ( )= ； >0表示偏向大党派，即选票率 

高的党派可以获得高于选票率的席位率； <0表示偏向小党派，即选票率低的党派可以获 

得高于选票率的席位率． 

3 定向目标算法 

通过以上的模型，我们定义了公平划分选区的一些准则，下面的任务是如何在满足公平 

性模型的情况下，通过算法实现选区的划分，即不同县的组合来完成选区的划分．我们的算 

法的策略是采取动态兼并，即从初始地区(比如某个县)，在满足模型的条件下搜索邻近县， 

当达到满足选区的条件时完成该选区的划分 ，依次类推直至所有地区划分为止． 

考虑 2个党派的竞选情况，首先假设 ， 分别代表党派A和B的选票率，S ，S 分 

别代表他们获得的议员席位率，M 代表紧凑性评价值．算法步骤如下： 

Step 1 寻找州地图的最小凸多边形[s]，由于各县各州的地图形状都不是规则的，面积 

难以计算，因此我们以他的最小凸多边形的面积代替； 

Step 2 计算选区的人口平均值 P ，选取最小凸多边形顶点处所在的县作为初始搜索 

点 ，并把该县作为第一个选区z所在县； 

Step 3 标记初始选区的人口数 P 一P ，计算当前 ， ，S ，S 及M，同时搜索临近 

县_『将他加入该选区； 

Step 4 判断县 是否满足模型条件，如果满足模型方程(1)(2)(3)，将_『加入选区z，同 

时修正人口值 P =P +p ；如果不满足条件，选取其他与 相邻的点； 

Step 5 当所有县都搜索完成之后，仍然无法完成该选区的划分工作，则转入 Step 2重 

新寻找初始点进行搜索，直到该选区满足条件为止； 

Step 6 将选区划分好的县排除在外，转 Step 1，继续下一个选区的划分； 

Step 7 若所有县都已划分，算法停止． 

本算法能够反映模式的效果．算法在搜索过程中始终搜索的是临近点，因此选区的连 

通性得到保证；当人口数达到要求时，选区 

划分终止，保证了人口的均等性，而 ， ， 

S ，Sn及M 的计算是最重要的，它们体现选 

区公平性．当一个县加入该选区时，是否破 

坏了公平原则，就通过这些值给予评价．算法 

同时存在着一定的风险性，当选区划分完成 

时，出现孤立县，当考虑初始搜索点为多个 

时，可能会出现争夺一个县的情况，即当前的 

选区都要求纳入某个县进入才能完成选区划 

分，当出现这两种情况时，算法需重新进行． 
算法的核心步骤是搜索临近点，它是宽度优 图1 划分结果图 

维普资讯 http://www.cqvip.com 

http://www.cqvip.com


472 数 学 杂 志 Vo1．28 

先搜索，因此，复杂性为 O(n )． 

4 数值实验 

以2004年美国纽约州的选举结果作为初步数据．根据美国宪法，美国纽约州的议员席 

位为29席．在 2004年．划分的选区有 29个．根据定向目标算法，结果如图 I所示．其他一些 

信息，如地区人口，面积，紧凑性见表 I(只显示前 3个区)．从表 I中，可以发现，形状各区各 

有不同，但它们的形状都是可行的，紧凑性评价值与理想图形较接近．因此，本文的紧凑性评 

价值可信． 

表 1 选区选 民数 、面 积、紧密度信息表 

5 结 论 

本文针对民主选举问题，设立了一个涵盖广泛的定义和标准，将政治问题转变为数学模型，并设计了 

一 个多项式时间算法一一定向目标算法来求解该模型．通过对美国纽约州选区划分问题的研究表明，本文 

所设计的模型是合理的，算法有效、适用． 
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Abstract：In This paper，we study the problem of redistricting election．Then fl redistricting election 

model is proposed and an aim directed algorithm is established tO cope with the mode1．Theoretical analysis 

and numerical experiment indicate that the model is reasonable and the algorithm is quite feasible． 
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