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摘 要 假设角谷猜想不正确，那么可将自然数分为两种数的集合，满足角谷猜想的自然数集

记为集合 B，不满足角谷猜想的自然数集记为集合 H，，通过对 H 中的数进行角谷运算，证

明了角谷猜想是正确的。 

关键词 角谷算法；B 集合；H 集合 
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1.预备工作 

 角谷算法，  𝑓(𝑛) {  
𝑛 2             如果 𝑛 ≡ 0(mod2)⁄

3𝑛 + 1       如果 𝑛 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑3)
 

角谷猜想任给一自然数通过角谷算法后最后都将进入4 → 2 → 1 → 4 的循环中。 

假设角谷猜想不正确，则有： 

定义 1  角谷数集 B，非角谷数集 H。  

设 N 是自然数集，把 N 分成 B ,H 两个数集： 

1，满足角谷猜想的自然数，记为集合 B 

 B = { 𝑏1, 𝑏2, 𝑏3, 𝑏4,… …𝑏𝑖}， 𝑏1 = 1,  𝑏2 = 2,  𝑏 3 = 3, 𝑏4 = 4 … 𝑏𝑖 → ∞ 

2，不满足角谷猜想的自然数称为非角谷数集，记为集合 H 

 H = { ℎ1, ℎ2,  ℎ3, ℎ4 ,… … ℎ𝑖}   

显然有 B ∪ H = 𝑁, B ∩ H = ∅ ，且 ℎ1 是奇数， 由于 ℎ1 是 H 集合中最小自然数, 所以凡是

小于 ℎ1 的自然数都在集合 B 中。 

2. 命题证明 

在集合 H = { ℎ1, ℎ2, ℎ3, ℎ4,… …ℎ𝑖} 中， 因为 ℎ1 是 H 中最小的自然数，且 ℎ1是奇数。所以有： 

引理 一.  ℎ1 = 2𝑝 + 1 ,  p = 2𝑛 + 1 , 即： ℎ1 = 2(2𝑛 + 1) + 1 = 4𝑛 + 3 ，并且 3 ℎ1 + 1 不

能被 4 整除。 
证：如果 p = 2𝑛 , 即 ℎ1 = 4𝑛 + 1 , 根据角谷算法，3× (4𝑛 + 1) + 1 = 12𝑛 + 4 

(12𝑛 + 4)/2 = 6𝑛 + 2, (6𝑛 + 2) 2⁄ = 3𝑛 + 1  , 而 3𝑛 + 1 < 4𝑛 + 1 =  ℎ1 ， ∴ 3𝑛 + 1 ∈ B，

∴ p = 2𝑛 + 1。因为 3ℎ1 + 1 = 3(4𝑛 + 3) + 1 =  12𝑛 + 10, 而 (12𝑛 + 10） 4⁄ = 3𝑛 + 5/2   

所以 3 ℎ1 + 1不能被 4 整除。  #。 

为了直观地看到 H 集合中 ℎ𝑖  在角谷运算过程中的变化情况，我们建立直角坐标系如下： 

 

 

 

 

 

 

 

图中，Y = ℎ𝑖  直线与 𝑋 = 3𝑌 + 1 直线相交于D, 过 D点作垂线与 X轴交于 E,可得到直角三角
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形 D0E，设角 D0E 为 Q , 有 𝑡𝑎𝑛 𝑄 =  
𝑌

3𝑌+1
 ， 设 DE =  Y =  ℎ1 则有 0E = 𝑋1 =  3ℎ1 + 1, 

  𝑋𝑖与 ℎ𝑖是一一对应的，当 DE =  ℎ1 时， 𝑡𝑎𝑛 𝑄 = 
ℎ1

3ℎ1+1
 , 因为 3ℎ1 + 1 是偶数，依照角谷

运算法有， ℎ2 = 
𝑋1

2𝑛1
=

3ℎ1+1

2𝑛1
， 𝑛1 ≥ 1, ℎ2 ∈ 𝐻, 𝑛1 的取值取决于 

3ℎ1+1

2𝑛1
  是否是奇数, 

当 
3ℎ1+1

2𝑛1
 是奇数时𝑛1是最大值，设： y =

3ℎ1+1

2
𝑛1

=  ℎ2 ，因为 𝑡𝑎𝑛 𝑄 = 
ℎ1

3ℎ1+1
 = 

 ℎ2

𝑋2

 即：

𝑋2 = 
ℎ2（3ℎ1+1）

ℎ1
 所以 𝑋2 = 

（3ℎ1+1）
2

2𝑛1ℎ1
 ，依照角谷算法有  ℎ3 = 

𝑋2

2𝑛2
=

(3ℎ1+1)2

ℎ12𝑛12𝑛2
 ，

此时 Y =  ℎ3，𝑡𝑎𝑛 𝑄 = 
ℎ1

3ℎ1+1
 = 

 ℎ3

𝑋3

  即： 𝑋3 = 
ℎ3（3ℎ1+1）

ℎ1
 = 

（3ℎ1+1）(3ℎ1+1)2

ℎ1
22𝑛12𝑛2

 

依照角谷算法有   ℎ4 = 
𝑋3

2𝑛3
=

(3ℎ1+1)3

ℎ1
22𝑛12𝑛22𝑛3

 … … 以此类推有： 

 ℎ𝑖+1 = 
 (3 ℎ1+1)𝑖

ℎ1
𝑖−1 2𝑛1+𝑛2…+𝑛𝑖

  ,   (𝑛1 + 𝑛2 + ⋯ 𝑛𝑖) ≥ 𝑖,    …  …  (1) 

当 𝑛1 = 𝑛2 = ⋯ 𝑛𝑖 = 1 时，(𝑛1 + 𝑛2 … + 𝑛𝑖) = 𝑖 ，设 (𝑛1 + 𝑛2 … + 𝑛𝑖) = 𝛽, 𝛽 ≥ 𝑖 

这样（1）式可写成： ℎ𝑖+1 =  ℎ1（
3ℎ1+1

 ℎ12
𝛽 𝑖⁄
）

𝑖
 因为 ℎ𝑖+1 是整数，所以 

3ℎ1+1

 ℎ12𝛽 𝑖⁄  必须是整

数， 而
 3 ℎ1+1

ℎ1
 不是整数， 所以 

3 ℎ1+1

2𝛽 𝑖⁄  必须是整数， 根据引理一， 4 不能整除 (3 ℎ1 + 1)，

所以 2𝛽 𝑖⁄  只能等于 2，即：𝛽 𝑖⁄ = 1，𝛽 = 𝑖，所以 (𝑛1 + 𝑛2 … + 𝑛𝑖) = 𝑖， 即有: 𝑛𝑖 = 1，

∴ ℎ𝑖 = 4𝑛 + 3, ∴  𝑝𝑖 = 2𝑛𝑗 + 1, ∴ ℎ1 = 2𝑝1 + 1 =  2(2(2 … (2𝑛𝑗 + 1 ) … + 1) + 1) + 1,  

j = 1,2,3 … ,   j → ∞  。  

证：如果 j 不是无穷大，则在 H 集合中必须出现循环，而（1）出现循环的必要条件是：

   ℎ1（
3ℎ1+1

 ℎ12
𝛽 𝑖⁄
）

𝑖
 =  ℎ1，  即 有（

3ℎ1+1

 ℎ12𝛽 𝑖⁄ ）
𝑖
 =  1 ，即  3ℎ1 + 1 =  ℎ12𝛽 𝑖⁄  , 显 然

3ℎ1 + 1 = 2ℎ1 等式不成立，所以等式(1)不可能产生从ℎ1开始的循环，因为𝑛𝑖 = 1，所以在

H 集合中任取一ℎ𝑖 来讨论都会得到同样的结果。∴ j → ∞,   #  
因为 j → ∞ 所以我们永远无法找到一个ℎ1 , 满足ℎ1在 H 集合中作角谷运算，所以非角谷数

的集合是不存在的，即 H =  ∅，故角谷猜想是正确的。 证明完！  
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